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2.1. Sistem Persamaan Linear

Suatu himpunan persamaan yang bcrbentuk

a,l.xi

/* Y
"ml-M

~r tJpA
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+ Of, A"
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a^xn + ••• + axn = r,
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dinamakan suatu sistem persamaan linear dalam n besaran tidak diketahui

xi, X2,.--i xn Jika n, r2,...,rn semuanya nol, maka sistem tersebut dinamakan

homogen. Jika tidak semuanya noi dinamakan tak-humogen. Suatu himpunan

bilangan xi, x2,...,xn yang memenuhi bentuk di alas dinamakan pcnyclesaian

atau penyeiesaian sistem.

Dalam bentuk matrik, (2.1) dapat ditulis sebagai berikut

atau disingkat

a,, an
ii tz.

14 •) i Ci -)•-.

(7,
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V v \
'"1
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AY = R

dimana A, X, dan R menyaiakan malrik yang scsuai pada (2.2).

(2.3)



2.2. Matrik dan Yektur

Matrik lerdiri dan susunan berbentuk siku empat yang elemen-elemennya

dmyatakan oleh sebuah lambang tunggai. Seperti yang diperlihatkan pada gambar

2.4, iAj adaiah cara penuiisan pendek untuk mairiks dan an menunjukkan eiemen

malrik.

Himpunan eiemen yang mendatar disebut bans dan himpunan tegak

disebut kolom. Indeks pertama / sclalu menunjuk nomor bans tcmpat eiemen itu

terletak dan indeks kedua / selaiu menunjuk nomor kolom tempat eiemen itu

tetielak. Misalnya eiemen u>< bcrada di baris 2 dan kolom 3.

Matrik dalam gambar 2.4 mempunyai m baris dan n kolom, serta

dikatakan bemkuran m-kali-n (atau m x n).

a.- au

a™

Ul = Cl33 n.

am\ °mZ an« " Q,™

Matrik-matrik dengan ukuran m - I, seperti yang diperlihatkan pada

trambar 2.5 berikut ini :

[B] = [b] b2 b3 ... b„] (2.5)

disebut vnkior baris. Ferhatikan bahwa untuk kesederhanaan, indeks pertama dan

masino-mastng eiemen dibuang. Kadang-kadang diperlukan pula notasi tulisan



cepal untuk membcdakan vektor baris dengan matrik jenis lain, yaitu dengan

. i i

membuka kurung seperti ! H j

Malrik-malrik dengan ukuran kolom n 1, seperti yang diperlihatkan pada

gambar 2.6 berikut ini :

t,

M= (2.6;

c.

disebut vektor kolom. Untuk kesederhanaan, indeks kcdua dari masing-masing

eiemen dibuang. Sebagaimana dengan vektor baris, kadang-kadang diperlukan

notasi tulisan cepat untuk membedakan vektor kolom dengan matrik jenis lain.

Salah satu cara ialah dengan membuat kurung sepeni \H).

Jadi, dapat disimpulkan bahwa sebuah vektor merupakan sebuah matrik,

tetapi tidak untuk sebaliknya. Dengan kata lam, sebuah vektor merupakan matrik

yang berdimensi satu. Sedangkan untuk matrik sendiri mempunyai dua dimensi

dalam menuliskan elemen-eiemennya, yang teruiri dari bans dan kolom.

Matrik-matnk dengan m - n disebut matrik bujur sangkar. Misalnya

matrik 4x4 adaiah :

a.

ai2 a{i al4

A\ =
a.

CL..

i:> z-t

t'/:? CI? , Cii\u

(2.7)

a, i a.„ a 43 ^44

Diagonal terdiri alas elemcn-elemen cui, an* a^- dan an dibcri istilah diagonal

uiUFria matrik.
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4. Maink Pita mempunyai scmua clcmcn sama dengan nol, dengan

pengecualian pada suatu pita yang berpusal pada diagonal utama :

2 4 0 0

n ^
2.7c/ i

0 0 3

Matrik di atas mempunyai iebar pita 3 dan diberi nama khas, yaitu matrik

!ridiagonal.

2.3= Niiai eigen dan Vektor eigen

MisaVkan A = (a^) adaiah suatu matrik n x n dan X suatu vektor kolom.

Pcrsamaan AX = -1Y

di mana / suatu bilangan daoat dituiis sebauai

atau

yuri - A}.\\

u\,Ai

0..;X;

a
ii

U:-, U:. (x,'^ /x^

a2i a2? a- X,

= A
X-,

\a i a , • • • a > > x i x
\ ,.l i lt\ 1 tint J \ ,/ / \ -'.' /

\a„ -xi.w + a, x. = u

«,.nJn [a.... - a ).y;, =

Z.Q)

(2.9'



Persamaan (2.9) akan memiliki pcnyelesaian tak-lrivial jika dan hanya jika

au -A

a ,

a„ — a

a
\:i

a,
A II

a»» ~ A

= 0 /1 i C\\

yang merupakan suatu persamaan suku banyak berderajat n dalam a . Akar dari

persamaan suku banyak im dinamakan niiai eigen atau mlai karakieristik (niiai

ciri.) dari malrik A bersesuaian dengan sctiap niiai eigen akan ada pcnyelesaian

X*0 yang merupakan suatu penyelesaian tak-triviai, yang dinamakan suatu

vektor emeu atau vektor karaktenstik dan niiai eigennya. Persamaan (2.10) juga

dapat dituiis

dct(A - M)= 0
dan persamaan dalam A mi seringkali dinamakan persamaan karaktenstik.

oin

2.4. Metode Penyelesaian Persoalan Niiai eigen dan Vektor eigen

Dalam penyelesaian sistem persamaan homogen, ditemui persoalan niiai

eigen dan vektor eigen. Dalam penyelesaian persoalan niiai eigen dan vektor

eigen, sebenarnya banyak metode yang dapat digunakan untuk menyeiesaikannya.

Tctapi dalam hal mi, hanya ada 4 meiodc saja yang akan dianalisis. yaitu : metode

Fadeev-Leverrier, metode Bairstow, metode Power, dan metode Deflation,

untuk menyelesaikan persoalan niiai eigen dan vektor eigen,

menggunakan kombinasi dan ke empat metode di atas, yaitu metode Fadeev-

i.evcrricr dengan metode Bairstow dan metode Power dengan metode Deflation.
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2.4,1. Metode Fadeev-Leverrier

Metode Fadeev-Leverrier adaiah pendekatan yang etisien untuk

mendapatkan koeiisienjn, dari polinomial

(~\)"U' - p„_A' '' - pA -p0) = o (in)

yang merupakan hasil dan pengembangan pada determinan sistem

[[A]-A\J}]{X} =0 (2,3,

Untuk mendapatkan koellsicn /?,-, mclodc ini menghasilkan urulan dari

malrik [B] yang bisa digunakan untuk menentukan niiai /%. Untuk

ielasnyajangkah-langkah yang digunakan dapat diiihat sebagai berikut:

[4 , = [a] i / i /i i
1 J- . IT I

dan

r i (2.15)

gV.^M,-,
dimana tr[B]u.i adaiah trace dari matrik [BL_- yaitu merupakan jumlah dari

koelisicn diagonal malrik [R]„ i.

Kemudian diteruskan dengan menghasilkan matrik

[B}„_2=[A}[ [B^-p^I] ) (216)

yang bisa digunakan untuk menghitung

i
P — _tr

(2. 171
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Jan

[m„-3=\A]\[B]B.2-pB.2[T]] (2.18,

yang bisa digunakan untuk menghitung

dan scterusnya hingga p<> ditcntukan dari

'\a=[A\[ [Bi-Pl[I] ]

dan

P0=-tr[B]0
n

ti.17)

("> ~ n

2.4.2. Metode Bairstow

Sctelah menerapkan metode Fadeev-Leverrier, akar-akar dari persamaan

polinomiai yang terbcntuk harus dihitung untuk mendapatkan niiai cigcn. Oieh

karena ituiah. digunakan melodc Bairstow sebagai saiah satu penyelesaian.

Sebagai permulaan, secara umiim polinomiai dapat aituiis dalam bentuk

f (x) —an + a.x + a,x" 4 Va„x" n ^

Waiaupun ini adaiah bentuk yang umutn, ada bentuk lain untuk memahami

polinomiai. Sebagai contoh, polinomiai berderajat lima dapat ditulis dalam bentuk

/ (x) =(x +l)(x - 4)(x - 5)(x+7)(x - 2) <2-23)
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jika bentuk kcdua ini dikalikan, maka polinomiai dengan bentuk seperti (2.22)

akan diperoleh. Tetapi, bentuk (2.23) mempunyai keiebihan, yaitu dengan jelas

menunjukkan akar-akar fungsi tersebut. Maka dapat ditunjukkan bahwa x - -1, 4,

5, -7 dan 2 merupakan akar-akar karena masing-masing menyebabkan persamaan

(2.23) menjadi nol.

Sekarang seandainya persamaan (2.23) cii alas dibagi dengan saiah satu

faklornya, sebagai contoh x -i- 7, maka akan menghasilkan polinomiai berderajat

empat dengan sisa nol. Sebaliknva, jika persamaan (2.23) dibagi dengan suatu

iaktor (conlohnya, x -+• 6), maka akan menghasilkan polinomiai berderajat empat

juga. tetapi tentu saja dengan sisa tidak sama dengan nol.

Dengan dasar seperti di atas, dapat dibuat suatu algorilma untuk mencari

akar-akar dari suatu polinomiai :

1. Tcnlukan suatu niiai awal untuk niiai akar, x I.

2. Bagi polinomiai tersebut dengan iaktor x -1.

3. Hitung apakah ada sisa. Jika tidak, maka niiai akar ditemukan sama

dengan t. Jika sisa tidak sama dengan nol, maka niiai awal harus diubah

sccara sistematis dan proscdur diulang hingga tidak ada lag; sisa dan akar

tela'n ditemukan.

4. Sctelah langkah di atas selcsai. kcseluruhan prosedur diulang hingga

seluruh akar-akar yang tersisa ditemukan.



Metode Bairstow sccara umum menggunakan pendekatan seperti di alas.

Dapat disimpulkan, bahwa metode Bairstow berdasarkan proses matcmatika yaitu

pembagian suatu polinomiai dengan suatu Iaktor.

Untuk mengijinkan perhitungan yang melibatkan akar-akar imajiner,

metode Bairstow membagi suatu polinomiai dengan suatu faklor kuadral, x2-rx-s.

Jika mi pembagian mi diiakukan pada persamaan (2.22), hasilnya adaiah

suatu polinomiai baru

fn_2M = bIIx'-2+bn_lx"-i+- +b2

dengan sisa

R = Ui(x-r)-ha (2 24)

dan kemudian untuk mendapatkan niiai dari b dapat diiihat, sebagai bcrikul :

K = an

b.. , = a„ , +rb„
/'/ —

b. = a. +rbilX + sb,^ .

Jika a" rx s adaiah pembagi yang tepat dan suatu polinomiai, maka

akar-akar imajiner bisa dilenlukan dengan rumus kuadral Dengan hegitu, metode

ini dapat disederhanakan untuk menentukan nilai-nilai dari r dan s yang



17

menghasilkan faklor kuadral sebagai pembagi yang lepal. Dengan kaia lain, nilai-

nilai yang menghasilkan niiai sisa sama dengan nol.

Berdasarkan persamaan (2.24), dapat disimpulkan bahwa agar mlai sisa R

berniiai nol, maka h(, dan hi harusiah berniiai noi juga. Tetapi beium tentu niiai r

dan ,v yang telah ditcntukan akan menghasilkan niiai nol untuk b0 dan />,, maka

diperlukan suatu cara yang sistematis untuk merubah niiai r dan s sehingga niiai

bo dan bi mendekati noi. Untuk itu dapat diiihat langkah-iangkah berikut:

C. =

c
ii - i

= b
n -

re
n

kemudian

r* ==- H _j_ Yf* -'- sV3
/ ui^'^i\\ l ai"/t-2 untuk i - n - 2 sampai 1

CAi\r + c\As =

c,Ar + c.,As =

n
•-'i

-K

Persamaan di atas diselesaikan untuk \r dan As, dimana digunakan

untuk memperbaiki niiai awal r dan s.

Pada setiap langkah, suatu tingkat kesaiahan untuk /• dan ,v bisa

dipcrkirakan dengan

F.
Ar

xl00%
r



dan

€
As

x 100%
s

Pada saat kcdua nilai kcsalahan mi ada di bawah niiai pembanding yang telah

ditcntukan a\. maka nilai-nilai dari akar-akar bisa diperhitungkan dengan

r ± V r + 4,y
X -

(2.25;

Pada titik ini, ada tiga kemungkinan :

1. Persamaan polinomiai yang tersisa adaiah polinomiai berderajat tiga atau

lebih. Untuk kasus ini, metode Bairstow diterapkan kcmbali ke persamaan

untuk mendapatkan nilai baru untuk r dan s. Nilai r dan s scbelumnya bisa

digunakan sebagai niiai awal untuk penerapan ini.

2 Persamaan yang tersisa adaiah persamaan kuadral. Untuk kasus ini, dua

akar yang tersisa langsung dihitung dengan persamaan (2.25).

3. Persamaan vang tersisa adaiah polinomiai berderajat satu. untuk kasus mi,

satu akar yang tersisa dapat dihitung dengan

_ S
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2.4.3. Metode Power

Metode umum untuk mendapatkan nilai eigen dari malrik A adaiah dengan

menean akar-akar A dan

A - Al = 0

tetapi hal ini sangatlah menyulitkan jika matrik A berukuran besar. Bahkan untuk

menghitung determinan dan n x n matnk adaiah pekerjaan yang sangai besar biia

n berniiai bcsar., dan di atas scmua itu harus uiseicsaikan pula persamaan

-polinomiai berderajat n untuk A .

Metode Power dalam hal ini, member! jalan langsung untuk menghitung

satu nilai eigen A yaitu nilai eigen yang terbesar, dan vektor eigen yang

berhubungan dengan nilai cigcn tersebut. Metode ini adaiah metode iterasi,

dimana dimuiai dengan nilai tebakkan awal x,>. dan menghasilkan urutan dan

peuockatan x/t,

Aigoritma untuk metode ini sangatlah sederhana, yaitu sebagai berikut:

1. Ambil suatu niiai untuk xo sebagai tebakkan awal.

a. Tentukan v* Ax^.i

b. Tentukan a i: - niiai terbesar dari eiemen \\

e. Tentukan x!f yija k

3. Fnd do.

Perulangan akan dilakukan scbanyak m kali. Pada seiiap Iangkah, xl.i

dikalikan sebeiumnya dengan A. Nilai untuk a"a didapatkan dari pembagian yk
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dengan nilai absoiut eiemen terbesar dari >/, yang diiambangkan dengan a >-. jika

metode ini dijalankan, maka xk adaiah vektor eigen dan a -k adaiah niiai eigen.

2.4.4. Metode Deflation

Pada penggunaan metode Power di atas, hanya menghasilkan mlai eigen

yang terbesar. Untuk ituiah digunakan metode Deflation untuk melengkapi

metode Power sehingga dapat dicari nilai-nilai eigen yang lain. Metode Deflation

ini hanya dapat digunakan untuk matrik simetris.

Anggap bahwa metode Power telah diterapkan pada matrik A untuk

mendapatkan niiai eigen X i dan vektor eigen «i, kcmudian anggap

O p'

zi, = A - X, -j-

untuk setiap vektor eigen t', dari A, Ai akan memenuhi

f j _ ^

A,e. - Ae: -A.,
I e\ /

£?.

pada i - 1

/f.e, = 4e, - A,e, = 0

sedangkan untuk 1> 1

A,e, - Ae, = /,<

maka nilai eigen dari matrik A5 adaiah A2, ...,/n, 0, dan metode Power akan

menghasilkan nilai eiiien terbesar kedua A 2.
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Maka dapat diiihat bahwa metode ini bisaditcruskan dengan menentukan

r r

A, = A, - a, ^-, --• A, = A,_x - I., -Y-

Pada setiap langkah, nilai eigen terbesar a , diubah menjadi nol, dan bila metode

Power diterapkan pada matnk A; akan dihasilkan mlai eigen terbesar yang tersisa

X,-11 dan sclerusnya hingga seiuruh nilai cigcn ditemukan.

2.5. Analisis Algoritma dan Kompleksitas

2.5.1 Analisis Algoritma

Algoritmadapat diartikan sebagai himpunan bcrhingga langkah-langkah untuk

menyelesaikan masalah dengan menggunakan komputer. Jadi dapat diartikan

bahwa analisis algoritma adaiah suatu cara untuk memeriksa dengan teliti

langkah-langkah dalam menyelesaikan masalah dengan bantuan kornputcr. Untuk

menyelesaikan masalah dengan menggunakan komputer, harusiah memenuhi

kriteria sebagai berikut:

1. Setiap langkahnya harus pasti (definite).

2. Mempunyai minimal satu ouput (input boleh tidak ada).

3. Adanya kriteria berhenti (Stopping Criteria)

Dalam menganalisa suatu algoritma, dibutuhkan suatu takaran untuk

mengukur efesiensi dari algoritma itu sendin. Untuk itu ada beberapa faktor yang

perlu dipcrhatikan, diantaranya :
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1. Waktu kompulasi / proses (running).

2. hnplementasi dalam pembuatan program.

3. Kebutuhan memori.

4. Jumlah prosesor yang digunakan.

Terdapat dua tipe analisis algoritma, yaitu : [BAMOO]

1. Analisis untuk memenksa kcbenaran algoritma.

Hal ini diiakukan dengan mcnclusuri algoritma, peneiusuran iogika,

implementasi algoritma, roengujinya dengan dala, alau menggunakan

teknik matematika untuk membuktikan kebenaran.

2. Analisis terhadap etisicnsi algoritma

Ha! ini diiakukan dengan perhitungan kompleksitas komputasi (waktu).

2.5.2 Kompleksitas

Kompleksitas dari sebuah komputasi dapat diartikan kebutuhan dalam

mengukur waktu dari komputasi itu sendiri. Kompleksitas dan proses

penyelesaian linicr adaiah mengukur kebuluhan waklu yang diperlukan dalam

meiakukan proses perhitungan.

Program yang baik adaiah program yang efisien dalam penggunaan

sumber daya waktu. Pengukuran waktu suatu program sangat kompieks, karena

waktu yang sebenarnya dibutuhkan oleh program sangat ditcntukan oieh kornputcr

serta kompilator yang digunakan. Secara teontis, model perhitungan waklu harus

independen dari pertimbangan mesm dan kompilator.



Penentuan jumlah waklu yang diperlukan algoritma secara cksak

ciiscbabkan oleh ; [BAMOOJ

1. Kesuiitan pertama adaiah jumlah waktu secara eksak bergantung

impiementasi dan algoritma dan mesin yang menjaiankan. Untuk itu

diperlukan metode yang lebih umum yang tidak tergantung bahasa dan

mesin yang menjaiankan program.

2. Jumlah waktu yang diperlukan bergantung jumlah masukkan. Misalnya,

algoritma penjumiahan nilai-nilai pada array berukuran 100.000 jelas

diharapkan memcrlukan waktu yang lebih banyak dibanding array

berukuran 100. Umumnya perkiraan waktu yang diperlukan algoritma

dinyatakan sebagai fungsi dan ukuran masukkan.

Notasi big-O adaiah mcnghilangkan scmua konstanla dan faklor kecuaii

yang mendominasi dari suatu fungsi langkah |g(n)J. Contoh ;

Pada array dengan n = 100

Big-O operasi pada array adaiah sebagai berikut:

1. Pcncarian nilai terbesar (maksimum) mempunyai O(n),

2. Pengambiian data dan eiemen tertentu yang diketahui posisinya

mempunyai O(l).

Pernyataan itu bukan berarti untuk menemukan nilai tcbesar memcrlukan

100 kali dibanding untuk menemukan satu eiemen tunggal. Big-O hanya

menvatakan bahwa menemukan nilai terbesar sebanding jumlah eiemen array, tapi
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mcngambil mlai Icrtcnlu akan memcrlukan waktu konstan dan tidak bcrganiuiig

pada jumlah eiemen array [BAMOOJ.

2.6. Pcmrograman Delphi 6.0

Borland Delphi 6.0 yang untuk selanjutnya disingkat dengan Delphi

merupakan program aplikasi database yang berbasis Object Pascal dari Borland.

Keiebihan Delphi dibandingkan dengan program aplikasi lainnya adaiah

faktor produktivitas. Dengan memakai Delphi adaiah cara yang palmg sederhana

unluk membangun aplikasi berbasis Windows. Produklivitas dari pengembangan

perangkat lunak yang dimaksud dibagi menjadi lima atribut penting, yaitu :

[ING00]

1. Kuahtas dan lingkungan pengembangan visual.

2. Kcccpatan compiler dibandingkan dengan komplcksilasnya.

3. Kekuatan dari bahasa pcmrograman dibandingkan dengan

kompieksitasnya.

4. Fieksibilitas dari arsitcktur basis data

5 Pola desain dan pemakaian yang diwujudkan oleh kerangka kcrjanya.

Aiasan lain mengapa memilih bahasa pcmrograman Borland Delphi 6.0

adaiah bahasa pemrograman yang dirancang untuk bckerja di dalam platform

Microsoft 'windows. Selain itu penggunaan bahasa Object Pascal yang berani

merupakan bahasa pemrograman icrstruklur, sehingga memudahkan dalam coding

dan debugging.


