
BAB III

LANDASAN TEORI

Landasan Teor, memua, dasar-dasar ,eor, yang akan d.pergunakan seeara
Saris besar dan merupakan timtiman yang digunakan un.uk merumuskan Inpo.es.s
Landasan ,e0„ ,„, me„pu„ Slstem berderaja, kebebasan ,u„ggal, s,s,em oerderaja,
kebebasan banyak, mode shape dan frekuens,, persamaan gerak ak.ba, gemp, ienis
simpangan dan efeknya .erhadap kerusakan, persamaan d,fere„s,a, independen, dan
respon lerhadap gempa.

3.1 Sistem Berderajat Kebebasan Tunggal

Sistem dengan derajat kebebasan ti,„gga, mempu„ya, sati, koo.dma, yang
d,per,uka„ u„,uk me„ya,aka„ posis, sua,,, massa pada saa, ,er,e„,„. Jumlab de,aJa,
kebebasan biasanya dapa, d.ka.tkan dengan jumlah massa, artinya s„a,„ s.ruk.ur 5
»n8ka. akan mempunya, 5massa dan 5deraja, kekebasan dengan anggapar s.ruk.ur
berperilaku saear hMmg. Struk,ur dengan dera,a, kebebasan .unggal atiu ,„gle
degree ^freedom (SDOF) berarti hanya akan mempunya, sa,u massa.

Dalam menye.es.ikan masalah dmamik, sebaiknya memakai me,„da vang
menghastikan sua.u anal.sa yang .ersusun dan s.s.ematik. Vang .eru.ama dan
barangkal, pa„„g pe„„„g dalam prak.ek anahsa dinamis adaiah menggambar sebuah
d,agram free W, dar, s.s.em yang memungk.nkan penulisan besaran ma.ematikdar,
-.em .ersebu,. D,ag,an, free Wv (DFB) adalah sua,,, ske.sa dar, bend, van,
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dipisahkan dar, benda la.nnya, d.mana semua gaya luar pada benda terl.hat
jelas.Sistem berderajat kebebasan tunggal dapat ditunjukkan pada Gambar 3.1

a. Struktur sesungguhnya b. Model struktur

24vw

Osss
c. Model matema:ika

Fit) <.

/••/XO
M-F,(j)

I'd)

TO)

d. I'ive Body Dif gram

Gambar 3.1 Model sistem SDOF akibat beban dmam.k
Berdasarkan keseimbangan dmam.k dengan free body diagram sebaga.numa terl.hat
pada Gambar 3. l.d diperoleh persamaan

Fu(t) i Fn(t) .-/.',.(/) p{/) ^

''"('> ='»•>>('). F„{t) =c.Sit). dan Fs(t) =/<.v{n (3.2)

Yang mana FXI adalah gaya mersia, Fn adalah gaya redam, /-', adalah gaya
tank/desak pegas yang mempresentas.kan kekakuan kolom, P(t) ada ah beban

dmam.k, dan y(t), y(t), y(t) masing-masing adalah percepatan, kecepatan dan

s.mpangan massa, dan m, c, kmasing-masing adalah massa, redaman dan kekakuan
kolom.

Substitus. persamaan (3.2) ke dalam persamaan (3.1), menjadi
my(f) + cy(t) + ky(l) = />(/)

Persamaan 3.3, d.sebut persamaan differensial gerakan (differential equation of
motion) pada struktur dengan derajat kebebasan tunggal. Untuk sdanjutnya
>i<),y(t),y(t),P(t) masing-masing adalah percepatan, kecepatan, s.mpangan dan



beban gempa yang merupakan fungs, dan waktu. penul.sannva dapa, d.secerhanakan
menjad, v. v. v, I-, sehmgga persamaan (3.3) dapa, ditulis menjad,

/,/v + cv + kv =}'
(3.4)

3.2 Sistem Berderajat Kebebasan Banyak

Seeara umum s.ruk.ur bangunan gedung tidak selalu dapa, emya.akan
dengan sua,,, s,s,em yang mempunya, deraja, kebebasan .unggal (SDOF). 1Jm„mnv0
s.ruk.ur bangunan gedung justiu menrpunya, deraja, kebebasan banyak (AY„/„
Degree ofFreedom).

Pada struktur bangunan gedung bertingkat banyak, umumnya massa s,ruk,„r
dapa, d,gumpalkan d, sa,u titik pada lan.a, (/„„,^,/„,„„,. dengan demikia, stiuk.ur
vang semula mempunya, deraja, kebebasan ,ak .erhmgga akan dapa, d.pandang
sebaga, s.ruk.ur kebebasan .erba.as. Un.uk memperoleh persamaan d.fferens.al
gerakan pada s.ruk.ur kebebasan banyak, dapa, d.gunakan anggapan ,W ,„„,„,,
selanju.nya yO). MO .yO)JW masmg-masmg adalah pereepa,a„, kecepa.an,
s.mpangan dan beban gempa yang merupakan fungs, dar, wak.u, penul.sannya dapa,
d,sederha„aka„ menjad, y. y, y, P, sebaga.mana penuhsan pada stiuktur SDOF di
muka. Pada s.ruk.ur bangunan gedung bertingkat tiga seperti pada Gamtar 3.2.a,
struktur akan mempunyai tiga deraja, kebebasan, sehmgga stiuk.ur yang me„pu„yai
'Mmgka, akan mempunya, ,,-deraja, kebebasan dan mempunya, ,,-mode.
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b. Model Matematika dan Pree Body Diagr

Gambar 3.2 Model sistem MDOF
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Persamaan differensial gerakan pada struktur d.susun berdasarkan atas
goyangan struktur menurut mode pertama. Berdasarkan keseimbangan dmam.k
seperti pada Gambar 3.2.b, akan d.peroleh persamaan

'». }) + cx v, + kx yr c2 (y2-yf)-kfy2-yj =;;;
»hy2 +c2 (y2-yj +k2 (y2-yJ-cfyry2J-kfyry2J =;.;
uhh +c3 (yry2) +k3 (yry2) = jr

(3.5a)

(3.5b)

(3.5c)

Selanjutnya persamaan (3.5) dapat d.tul.s dalam bentuk matr,
menjadi

matriks yang lebih rinpkas

M\y}+ [C '] tvh [K]{y}={E]

\M\, [C], [K], berturut-turut adalah matriks

kekakuan yang dapat ditulis menjadi

(3.6)

massa, matriks redaman dan matriks
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(3.7a)

(3.7b)

(3.7c)

dan (3.8)

dan {y}, {y}, \y} masing-masing adalah vektor percepatan, vektor kecepatan, vektor
simpangan, dan {f} adalah vektor gaya atau beban.

3.3 ModeShape dan Frekuensi

Suatu struktur umumnya akan bergerak akibat pembebanan dari luar maupun

adanya suatu nilai awal (initial condition). Misalnya suatu massa ditank sedemikian

rupa sehingga mempunyai simpangan avval sebesar^, dan apabila gaya tank tersebut

d.lepas kembali maka massa akan bergerak. Per.stiwa pergerakan massa tersebut

disebut dengan getaran bebas {free vibration system). Gerakan suatu massa

disebabkan pembebanan dar. luar misalnya beban ang.n, beban gempa dar, la.nnya,
maka gerakan massa dikelompokkan sebaga. gerakan d.paksa forced vibration

system). Untuk menyederhanakan permasalahan anggapan bahwa massa bergetar

bebas free vibration system) akan sangat membantu untuk menyelesa.kan analis.s
dinamika struktur.



Persamaan differensial gerak getaran bebas pada struktur seperti pada
persamaan (3.5) dalam kondisi khusus dapat dinyatakan menjad.

MW+[*}+MW={o} (39)

Frekuens, sudut pada struktur dengan redaman (dampedfrequency) nilainya hampir
sama dengan frekuensi sudut pada struktur tanpa redaman jika mlai rasio redaman ,
(damping ratio) kecil, sehingga persamaan (3.9) menjad.

M{v}+MM=*>} (310)
Persamaan (3.10) diasumsikan pada getaran bebas, sehingga vektor {y} be.bemuk

M=W* ( la)tJ (3.11b)

« adalah vektor mode shape yaitu suatu vektor yang t.dak berd.mens, yang
memiliki paling sedikit sebuah elemen yang tidak sama dengan nol. Sedangkan
rdani; adalah vektor perpindahan dan vektor percepatan. Jika persamaan (3.11)
disubtitusikan ke dalam persamaan (3.10), akan didapatkan

MW-S+MW.- =W (312)
MdanM adalah matriks konstan dan pada sebuah hipotesis disebutk,n bahwa
Wjuga merupakan matriks konstan, akan didapatkan

-+(constan)r = 0
(3.13)

Jika konstanta d, atas adalah co,/ (undamped natural .frequency), persamaan (3.13)
menjadi



= +(d,; = = q

Persamaan (3.14) diselesaikan dengan

- = A sin co I

sehingga persamaan (3.11) menjadi

{y}= W^sinor.
\y} =-a2 {f>} Asm cot

Persamaan (3.16) disubstitusikan ke dalam persamaan (3.10) didapatkan
(-q2[m] {t^Asmai +[k]$ Asm aj) =0

Persamaan (3.17) akan ada penyelesaiannya (nontnvial solution), jika Adan co
keduanya adalah tidak sama dengan nol, sehingga

{M--2[A/]}«=0 (3]8)
Suatu sistem akan ada amplitudo yang terbatas jika nilai determinan sama dengan
nol, sehingga

M-°2M=o (3]9)
Persamaan (3.19) disebut dengan eigenproblem. Nilai determinan dan persamaan
(3.19) akan menghasilkan suatu persamaan pol.nom.al dengan derajat ke-« yaitu
Z=co2, kemudian nilai Zyang diperoleh disubtitus.kan ke persamaan (3. 8), akan
menghasilkan nilai mode shape «)„ dan s.mpangan (y)„. ,ndeks nmen,n,ukkan
ragam/pola goyangan.

(3.14)

(3.15)

(3.16a)

(3.16b)

(3.17)



3.4 Persamaan Gerak Akibat Beban Gempa

Beban gempa adalah suatu beban yang unik. Umumnya beban yang bekerja

pada struktur menggunakan saluan gaya, tetapi beban gempa berupa percepatan

tanah. Beban lain biasanya statis, tidak berubah pada penode waktu yang pendek,

tetap, beban gempa adalah beban yang dinamis yang berubah dengan sangat cepat

dalam penode waktu yang pendek, dapat diartikan beban gempa berubah setiap

detik. Beban lain biasanya bekerja pada arah vertikal, tetap, beban gempa bekerja

seeara simultan pada arah vertikal maupun horisontal bahkan beban gempa dapat
berupa putaran (Hu, Liu and Dong, 1996).

Analisis yang didasarkan pada nwayat waktu dapat digunakan sebagai beban

gempa yang berpengaruh pada struktur. Pada tugas akhir ini dipakai nwayat waktu

gempa HI Centro, 1940, seperti pada Gambar 3.3
0,40

-0,40

° 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 23 21 28 29 30 31
V\fektu (detik)

Gambar 3.3 Percepatan Tanah Gempa El Centro, 1940 (Chopra, 19 95)



Persamaan gerakan struktur yang dikenai beban gempa, dapat diturunkan

melalui suatu pendekatan yang sama seperti pada persamaan gerakan struktur

berderajat kebebasan tunggal pada Gambar 3.4.a, sedangkan model ina'.ematisnya

pada Gambar 3.4.b.

Dengan menggunakan konsep keseimbangan dinamis, dan free body diagram

pada Gambar 3.4.c, akan didapatkan persamaan

Fm(I) i Fiff) • Iff) 0 (3.20)

lf(l) = m.y(t), En(l) = c.y(t), dan Fs(t) = k. y(t) (3.21)

Sedangkan yi(t) sebagaimanaterlihat pada Gambar 3.4a adalah

yi(0 '~-yg(0 ^y(<) (3.22)

Fm adalah gaya inersia, Fd adalah gaya redam, Fs adalah gaya tarik/desak pegas

yang mempresentasikan kekuatan kolom, dany(t), y(t), y(i) masing-masi ig adalah

percepatan, kecepatan, simpangan, dan m, c, k masing-masing adalah massa,

redaman , dan kekakuan kolom.

Substitusi persamaan (3.22) ke dalam (3.21), maka persamaan (3.21) dapat

ditulis menjadi:

myi(l) -r- c y(l) +ky(l)=0, (3 23)

m(yg (I) +y(t)j + c y(t) +ky(t) = 0, (3.24)

myg (t) ' my(t) + c y(l) +ky(t) = 0, (3.25)

my(t) + c y(t) +ky(l) = - myg (,) (3 26)

Persamaan (3.26) adalah persamaan differensial gerakansuatu massa dengan

derakebebasan tunggal akibat (base motion). Ruas kanan pada persamaan (3 26)

biasa disebut sebagai beban gempa. Untuk selanjutnya y(l), y(t), y(t) inasing-



masing adalah percepatan, kecepatan, dan simpangan yang merupakan vungsi dan

waktu, penulisannya dapat disederhanakan menjadi y,y,dan y sehingga persamaan

(3.26) dapat ditulis menjadi

my + cy + A'V - -myir

vi (0 yi (0

yd)

r//S///S///S

a Model SDOF

I-)/0<4

ydO

r M

c. Free Body Diagram
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Gambar 3.4. Model Sistem SDOF dengan Beban Gempa

(3.27)

3.5 Jenis-jenis Simpangan dan Efeknya Terhadap Kerusakan

Jenis simpangan ada tiga, yaitu simpangan relatif, simpangan an;ar tingkat,

dan simpangan absolut.

1. Simpangan Relatif

Simpangan ini adalah simpangan yang dihitung relatif terhada) lantai 1.

Simpangan relatif ini mempunyai efek yang berpengaruh terhadap structural

pounding. Masalah structural pounding ini biasa terjadi pada bangutum yang



berdekatan untuk memaksimalkan penggunaan lahan, hal ini dapat menyebabkan

kerusakan yang fatal pada bangunan bahkan dapat menyebabkan kerusakan total. Hal

ini dapat dicegah dengan memperhitungkan jarak antara dua bangunan yang saling

berdekatan. Jarak tersebut dapat dihitung dengan menghitung simpangan horisontal

plastik pada setiap tingkat. Pada simpangan ini dihitung relatif lantai L- terhadap

pondasi yaitu ya dan simpangan relatif lantai 3 terhadap pondasi yaitu yb yang

ditunjukkan pada Gambar 3.5.

,/j

i

l

yg
yb
ya

Gambar 3.5 Model Simpangan

2. Simpangan Antar Tingkat (InterStory Drift)

Simpangan ini adalah simpangan yang terjadi pada tiap tingkat, simpangan

ini dihitung dengan cara simpangan lantai atas dikurangi simpangan lantai bawah.

Inter story drift terjadi karena kecacatan/kekurangan perencanaan kDnfigurasi

bangunan yang berhubungan dengan kekakuan struktur. Distribusi kekakuan struktur

terjadi seeara vertikal tidak merata yang menyebabkan adanya suatu tingkat yang

lemah. Inter story drift yang berlebihan sangat mungkin terjadi pada daerah tingkat

lemah, oleh karena itu kerusakan struktur akibat ini sangat sering terjadi. Besar



simpangan antar tingkat dihitung dengan (yu -yh) yang ditunjukkan pac.a Gambar

3.5.

3. Simpangan absolut

Simpangan absolut merupakan penjumlahan antar simpangan relat f tiap

lantai dengan simpangan akibat tanah yaitu y dapat dihitung dengan (ya + v ),yang

ditunjukkan pada Gambar 3.5. Simpangan absolut mempunyai pengaruh terhadap

kemungkinan terjadinya benturan antar bangunan yang berdekatan ( siruktural

pounding). Simpangan tanah pada keadaan rigid motion umumnya dianggap tidak

menyebabkan perbedaan simpangan dan kecepatan antara tanah dent;an massa

struktur, sehingga simpangan tanah dianggap sama dengan nol.

3.6 Persamaan Differensial Independen (Uncoupling)

Pada kondisi standar, struktur yang mempunyai «-derajat kebetasan akan

mempunyai «-mode. Pada kondisi ini, masing-masing mode akan m<;mberikan

kontribusi pada simpangan horisontal tiap-tiap massa. Simpangan massa ke-w atau

ym dapat diperoleh dengan menjumlahkan pengaruh atau kontribusi tiap-tiap mode.

Kontribusi mode ke-« terhadap simpangan horisontal massa ke-m tersebut

dinyatakan dalam produk antara cf>mn dengan suatu modal amplitudo Z„ yang

dinyatakan dalam bentuk:

{Y}=W]{Z} i28.a)
{Y} = [cf,]{Z} (28./.)
{Y}=[mZ} (28.C)

Subtitusi persamaan (3.28) ke dalam persamaan (3.27) akan diperoleh
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[M] [f] {z}+ [C] W{?}+ [K] [J] {Z} =-[M] {1 }y (3.29)

Apabila persamaan (3.29) dikalikan dengan transpose suatu mode {(/>}, diperoleh

WrMW{z}+Wr[c]W{?}+Wq/r]M{z}=-WqM]{llv (3.30)

Misal, diambil struktur yang mempunyai 3 derajat kebebasan, maka suku pertama

persamaan (3.30) berbentuk

Ul ^221 &1J 0

0

0 °1
»2 0

0 '".J

$1 ^12 ^13 ^
021 ^22 #23 <^2>
&! 032 ^33 _ ^3

(3.31)

Berdasarkan hubungan orthogonal, maka untuk mode ke-1 persamaan (3.31) akan

menjadi

Ull ^221 0331 J 0

0

0 0 " 0n
n2 0 ^21
0 w,_ A,

z, (3.32)

Dengan catatan, persamaan di atas dalam hubungan orthogonal, in - n. Pacla kondisi

orthogonal apabila mtidak sama dengan n, perkalian matriks samadengan nol.

(j.oja)

(3.33b)

(3.33c)

Untuk mode ke-/?, seeara umum persamaan (3.32) dapat ditulis dengan

'AWMX (3.34)
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Cara diatas juga berlaku untuk suku ke-2 dan ke-3 pada persamaan (3.29).

Berdasarkan hubungan orthogonal persamaan (3.30) akan menjadi

WfMWz, +Wfc-Mz. +MM WZ. =-{fl[M]{\}y (3.35)

Persamaan (3.35) adalah persamaan differensial yang bebaslindependent antara satu

dengan yang lain. Persamaan tersebut diperoleh setelah diterapkan hubungan

orthogonal, baik orthogonal matriks massa. matriks redaman dan matriks kekakuan.

Dengan demikian untuk /?-derajat dengan n-persamaan diferensial yang dahulu

bersifat coupling sekarang menjadi independent uncoupling. Berdasarkan sifat-sifat

tersebut maka persamaan differensial dapat diselesaikan untuk setiap pengaruh

mode.

Berdasarkan persamaan (3.35), dapat dideflnisikan suatu generalisasi massa

(generalized mass), redaman dan kekakuan sebagai berikut

K> WMM„ (3.36a)
CI = W„[C){A (3.36b)
K = MMW„ (3.36c)

Dengan definisi seperti pada persamaan (3.36) maka persamaan (3.35) menjadi

Mf'Z +C'Z +K'Z =-P'y (3 3J)
n n n n n n n - ' \~^ •~* ' I

dengan,

^ =MM{/} (3.38)



Terdapat suatu hubungan bahwa

£„ - ~%F = i— , maka —~ = 2f, ai n 39a)
it n

°>>=Jr dan r» =̂ (3-3%)
Dengan hubungan-hubungan seperti pada persamaan (3.39), maka persamaan (3.38)

akan menjadi

?-,, +2S>A +«X =-rny (3.40)

dan

Persamaan (3.41) sermg disebut dengan partisipasi setiap mode ai.au mode

participation factor. Selanjutnya persamaan (3.40) juga dapat ditulis menjadi

Z„ ,c z„ , z
h 2C O —- + Q- —r n r „ j.+2§„a„^f- +^:~ =-y (3.42)

Apabila diambil suatu notasi bahwa

Z„ . Z , Zcf> =y~< d„=y- dan qn =j^ (3 43)
" " n

Maka persamaan (3.42) menjadi

dn+^^FL+ohp, =-y (3.44)

Persamaan (3.44) adalah persamaan diferensial yang independent karena persamaan

tersebut hanya berhubungan dengan tiap-tiap mode.

Nilai partisipasi setiap mode akan dapat dihitung dengan mudah setelah

koordinat setiap mode cf>mn telah diperoleh. Nilai q,q dan q dapat dihitung dengan
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integrasi seeara numerik. Apabila nilai tersebut telah diperoleh maka nilai Z„ dapat

dihitung. Dengan demikian simpangan horisontal setiap tingkat akan dapat dihitung.

3.7 Respon Struktur Terhadap Beban Gempa

Persamaan gerakan yang disebabkan adanya beban gempa dapat diselesaikan

dengan persamaan (3.27). Nilai q(t) dapat diperoleh dengan membandingkan antara

persamaan (3.27) dengan persamaan gerakan mode ke-« sistem dari SDC'F. Sistem

SDOF mempunyai frekuensi natural (naturalfrequency) (co„) dan rasio redaman (£,)

mode ke-rt dari sistem MDOF, dengan n= 1, 2, 3,..., /.

Nilai yang akan dicari adalah q„(t), misalnya dipergunakan Newmark's

Acceleration Method untuk unconditionally stable procedures, proses integrasi

adalah sebagai berikut.

Pada Newmark's Acceleration Method diperoleh hubungan awal bahwa

qH+i=qn +[{i-r)&]q„ +(7-At)ijH+l
qll+] =^+(AO^ +[(0.5-/i)(A/)2],/„ +[/i(A/)2]c/„+1 (3.45) ,

Parameter y dan B untuk Newmark's Average Acceleration Method adalah

y=1/2 dan B=1/4 , persamaan (3.45) disubstitusikan ke persamaan berikut

H,=qn+i-q„ Af^q^-f, Aqu=q,l+]-qn (3.46a)
4v„ =.y„+1-v„ (346b)

Dari substitusi persamaan (3.45) ke persamaan (3.46) diperoleh

Mn=(&)cjH+{yto)&in (3 47a)

Aq„ =(At)cf +̂ J-ci„ +j3(AtfAq„ (3.47b)
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Dari persamaan (3.47b) diperoleh

^"=^^-^-2/" (3.48)

Substitusi persamaan (3.48) ke dalam persamaan (3.47a), diperoleh persamaan

^~^-^,,l+At
V IP J

(3.49)

Substitusikan persamaan (3.48) dan persamaan (3.49) ke dalam persamaan (3.44),

akan diperoleh

' •> 2£coy
co~ +—^- +

v P-Ai /3(A/)2) - • \J3-At /3

Persamaan (3.50) dapat ditulis menjadi

. Ay,, + a •qti + b-c'iAqn = —•-!!• in In

^ (
Ay„=Ay +

At
+ 4$co

b = 2

k =
2 4£co 4

co + —^— +
A/ A/2

2qcoy\
+

J L

Untuk memulai iterasi diperlukan anggapan bahwa

% = o

maka

<7„+i = </„ + &I„

<7„Ti = </„ + A</„

7„+1 = <y„ + Aq„

(y \
- + M

ip *P
'CO E (3.50)

(3.51)

(3.52a)

(3.52b)

(3.52c)

(3.53a)

(3.53b)

(3.53c)

(3.54a)

(3.54b)

(3.54c)



sehingga

do =y0~d^co -qco2 =0 (3.55a)
2

A'In= ~AtAc/"~2c'" (3-55b)

Mj"= (aT)2"^7" ~M'"^~2lj" (3-55c)
Setelah diperoleh nilai q„ untuk tiap-tiap mode, selanjutnya nilai simpangan tiap

mode dapat diperolehy„(t),

yXt)=r„<f>„qnf) (3.56)

Simpangan antar tingkat (inter storey drift) dari suatu titik pada suatu lantai

harus ditentukan sebagai simpangan horisontal titik itu, relatif terhadap titik yang

sesuai pada lantai dibawahnya. Perbandingan antara simpangan antar tingkat (inter

storey drift) dan tinggi tingkat yang bersangkutan tidak boleh melampaui 0,005

dengan ketentuan bahwa dalam segala hal simpangan tersebut tidak boleh melebihi

dari2cm(PPKGTG,1987).


