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Sebagai dasar teori dalam penelitian Base [solation, akan dijelaskan beberapa 

teori tentang stmktur dengan derajat kebebasan tunggal (SDOF) dan stmktur dengan 

derajat kebebasan banyak (MDOF). Keseluruhan penjelasan analisis struktur dalam 

bab ini adalah dengan anggapan sistem berperilaku linier etas!is. 

3.1 Sistem Berderajat Kebebasan Tunggal 

Untuk menyusun persamaan diterensial gerak (dtlferential equation of 

motion) untuk sistem dengan derajat kebebasan tunggal, maka diambil suatu model 

struktur SDOF seperti Gambar 3.], dengan anggapan kolom bangunan terjepit secara 

penuh dan masa struktur tergumpal disuatu titik (M). 
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Gambar 3.1 (a) Model struktur (b) Model matematik 
(c) FOree body diagram 
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Berdasarkan pada keseimbangan gaya-gaya pada ,Fee 

persamaan differensial gerakan struktur adalah : 

my + cy + ky = pet) 

ho(~v diagram maka 

(3.1 ) 

dimana rn, c, dan k berturut-turut adalah massa, redarnan dan kekakuan struktur. 

Sedangkan y, y dan y berturut-turut adalah percepatan, kecepatan dan simpangan 

struktur. pel) adalah akibat beban dinamik seperti percepatan gempa berupa fungsi 

acak yang bergantung data gernpa yang terjadi. 

3.2 Sistem Berderajat Kebebasan Banyak 

Secara umurn struktur bangunan gedung tidak selalu dapat dinyatakan dengan 

suatu sistem yang mempunyai derajat kebebasan tunggal (SDOF). Struktur bangunan 

gedungjustru rnernpunyai derajat kebebasan banyak (Multi Degree ofFreedom). 

Pada struktur bangunan gedung bertingkat banyak, umumnya massa struktur 

dapat digumpalkan (Lumped mass) kedalam tempat-ternpat tertentu rnisalnya pada 

tiap-tiap muka lantai~tingkat. Banyaknya derajat kebebasan umumnya berasosiasi 

detlgall jumlah massa (Widodo, 1996). 

Untuk menyatakan persamaan differensial gerakan pada struktur dengan derajat 

kebebasan banyak (MDOF), prinsip shear bUilding seperti pada struktur dengan 

derajat kebebasan tunggal masih berlaku. Untuk memperoleh persamaan tersebut 

maka digunakan model struktur MDOF bangunan bertingkat-3 dengan ditarnbah 

base isolator dilantai dasarnya, sehingga struktur akan mempunyai tiga derajat 

kebebasan dan satu rnassa base isolator seperti pada Garnbar 3.2. 
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(c) "Free Hody" J)iagram 

GambaI' 3.2 Struktur MDGF 

Persamaan differensial untuk bangunan diatas disusun berdasarkan atas 

goyangan struktur menurut mode pertama (first mode). Berdasarkan pada prinsip 

keseimbangan dinamik pada diagram/ree body maka diperoleh: 

mbYb +cby+kbYb -CI(YI - jJb)-k1(Yl - Yb)-Pb(t)=O (3.2a) 

mjY1 + (,\(Yl - Yb)+kl(YI - Yb)-CZ(Yz - Yt)-kz(Yz - Y,)- P (t) = 0 (3.2b) 

mzYz + Cz(Yz - Yl) + kz(yz - YI) - c3 (Y3 - Yz) - k3(Y3 - yz) - Pz(I) =0 (3.2c) 

-------.--~ 
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1113Y3 +C3(j!3 - Y2)+k,(Y3 - Y2)-~,(f)=O (3.2d) 

Dari persamaan diatas, tampak bahwa untuk memperoleh kesetimbangan 

dinamik suatu massa yang ditinjau temyata dipengaruhi oleh kekakuan, redaman dan 

simpangan massa sebelum dan sesudahnya. Persamaan diferensial dengan sifat-sifat 

ini disebut coupled equation karena persamaan-persamaan tersebut akan tergantung 

satu sama Iai n. 

Penyelesaian dari persamaan tersebut harus dilakukan secara simultan, artinya 

penyelesaian yang melibatkan seluruh persamaan yang ada. Pada struktur dengan 

derajat kcbcbasan banyak, persamaan differellsial gerak.arlIlya merupakan pcrsamaan 

yang dependent atau coupled antara satu dengan yang lain. 

Selanjutnya dengan menyusun persamaan-persamaan diatas menurut parameter 

yang sama (percepatan, kecepatan dan simpangan) akan diperoleh : 

I11bYb +(cb+Ct)Yb -CIYl +(kb+kl)Yb -kIYJ =Pb(t) (3.3a) I; 

I11 IYj - CjYb + (cj + c2 )Yj - CZY2 - kjYb + (k j + k z )Yj - k2Y2 = p., (t) (3.3b) 

m/}i3 - c3yz + C3Y3 - k3Y2 + k3Y3 = P3(t) (3.3d) 

Persamaan-persamaan diatas dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai 

berikut: 

[M] {y} + [C] {y} + [K] {y} = {P(t)} (3.4) 

Dimana [M],[C],[K], berturut-turut adalah matriks massa, redaman dan kekakuan, 

_________i 
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Imh 0 0 01 
I 0 m j 0 o i 

(M]=i . I (3.5)
0 m2 o , I 0 

L0 0 0 m3 J 

II Ch +C1 -C1 0 0
 

C1 +C2 - C2 0
 
[C] = I -;1 (3.6)

-C2 C2 +C3 -Co 
I 

-' 

0 0 -C3 CL 3 

.rkb + kj -k) 0 0
 

-kJ k) +k2 -k2 0
 
[K]= (3.7)

0 -k k2 + k3 -k32
 

0 0 -k3 k3
 

Sedangkan {Y}' {y}, {y} dan {Pet)} berturut-turut adalah vektor percepatan, 

..... 

vektor kecepatan, vektor simpangan dan vektor beban dalam bentuk 

Ph(t) 

YL 

jih Yh Yh 
~(t)Yi, {y} {ji} =i ~l ,{y} = dan{P(t)} = (3.8)
P2(t) ~ Y2Y2 Y2 
P3(t)ji3 Y3 Y3 

I 
3.2.1 Nilai Karakteristik (Eigenproblem) i 

IAnalisis getaran dibagi kedalam dua kategori, yaitu getaran bebas (free 

vibration) dan getaran terpaksa (forced vibration). Untuk penyederhanaan 

pennasalahan anggapan bahwa massa bergetar bebas akan sangat membantu untuk 

penyelesaian analisis dinamika struktur. Persamaan Differensial gerak pada getaran 

bebas pada struktur MDOF adalah : 

[M]{ji} + [C]{y} + [K]{y} = 0 (3.9) 
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Frekuensi sudut pada struktur dengan redaman (damped fj-equency) nilainya 

hampir sama dengan frekuensi sudut pada struktur yang dianggap tanpa redaman, 

bila nilai rasio redaman (damping ratio) keei!. Jika hal ini diadopsi untuk struktur 

dengan derajat kebebasan banyak, maka untuk nilai C = 0, persamaan (3.9) akan 

menjadi: 

[MHY} + [K]{y} = 0 (3.10) 

Karena persamaan (3.11) adalah persamaan differensial pada struktur MDOF 

yang dianggap tidak mempunyai redaman, maka penyelesaian persamaan tersebut 

diharapkan dalam fungsi harmonik menurut bentuk 

y = {<t>}sin(wt) (3. 11 a) 

Y=w{<t>}eos(0)( ) (3. lIb) 

y =_w 2 {<t>}sin(w() (3.11e) 

Dalam hal ini {<t> L adalah vektor mode shape ke-;, 

Jika pcrsamaan (3.11) dimasukan dalam persamaan (3.10) maka akan 

didaoatkan : 

- w2 [M ]{cI>}sin(wt)+ [K ]{cI> }sin(wt) = 0 (3.l2a) 

tK ] - a/ [M ]}{<t>}=0 (3. 12b) 

Persamaan (3.12b) adalah suatu persamaan yang sangat penting dan biasa 

disebut persamaan eigenproblem atau karakteristik problem. Persamaan tersebut 

adalah persamaan simultan yang harus dieari penyelesaiannya. Salah satu metode 

yang dapat digunakan adalah dengan memakai hukum Cramer (l704-1752). 
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Dahl tersebut menyatakan bahwa penyelesaian persamaan simultan yang 

homogen akan ada nilainya apabila detenninan dari matriks yang merupakan 

koefisien dari vektor {<P } adalah nol, sehingga 

:[K]-m 2 [M) = 0 (3.13) 

Jumlah mode pada struktur dengan derajat kebebasan banyak biasanya dapat 

dihubungkan dengan j umlah massa. Bangunan yang mempunyai 4-tingkat akan 

mempunyai 4 derajat kebebasan, 4 jenis mode gerakan dan 4 nilai frekuensi sudut 

yang berhubungan langsung dengan jenis/ nomor mode nya. 

Apabila jumlah derajat kebebasan adalah n, maka persamaan (3.13) akan 

menghasilkan suatu polinomial pangkat yang selanjutnya akan menghasilkan ill? 

untuk i = 1, 2, 3 ...n. selanjutnya, substitusi masing-masing frekuensi Wi kedalam 

persamaan (3.12}akan diperoleh nilai <P 1, <P 2 .... <l> n. 

3.3 Persamaan Gerak akihat Behan Gempa 

Beban Gempa merupakan beban yang bekerja pada struktur akibat getaran 

dipaksa (forced vibration). Beban gempa berasal dari getaran pada permukaan tanah 

yang terekam dalam bentuk percepatan/aselerogram. Getaran di permukaan tanah 

yang berupa percepatan tanah akan menghasilkan simpangan horisontal baik pada 

tanah maupun struktur. Persamaan gerakan struktur yang dikenai beban gempa dapat 

diturunkan melalui suatu pendekatan yang sarna seperti pada persamaan gerakan 

struktur berderajat kebebasan tunggal, Gambar 3.3. 
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Gambar 3.3 (a) Model struktur (b) Model matematik 
(c) Free body diagram 

Dengan menggunakan konsep keseimbangan dinamis dari free body diagram, 

maka persamaan gerakan akibat gempa adalah 

mji +cy+ ky =-myg(t). (3.14) 

Beban gempa yang ditinjau adalah beban gempa El-Centro 1940 sebesar 

]7,73% yang merupakan hasil olahan dari pencatatan percepatan tanah (ground 

motion) 10 detik pertama (Paz, 1986) yang disesuaikan dengan koefesien gempa 

dasar wi1ayab Jakarta untuk tanah keras. 

3.4 Modal Analisis (Prinsip Metode Superposisi) 

Metode ini dipakai khusus untuk penyelesaian problem dinamik analisis 

dengan beberapa syarat tertentu, yaitu respon struktur masih elastik dan struktur 

mempunyai standar mode shapes. Penyelesaian persamaan diferensial gerakan 

struktur MDOF dengan cara ini yang harus dicari adalah nilai-nilai koordinat mode 

shapes {<I> }ij. 

____J
 
i 
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Pada kondisi standar, struktur yang mempunyai n-derajat kebebasan akan 

mempunyai n-modes atau n-polaJragam goyangan. Pada prinsip ini, masing-masing 

modes akan memberikan kontribusi pada simpangan horisontal tiap-tiap masa seperti 

ditunjukkan pada Gambar 3.4. Pada prinsip ini, simpangan masa ke-i atau Yi dapat 

diperoleh dengan menjumlahkan pengaruh atau kontribusi tiap-tiap modes. 

Kontribusi mode ke:i terhadap simpangan horisontal masa ke-i tersebut, 

dinyatakan dalam produk antara {<1> hi dengan suatu modal amplitudo '0 atau seluruh 

kontribusi tersebut kemudian dinyatakan dalam 

Y1 =<1>1[21+<1>12 2 2 +<1>132 3 +·····+<1>1"2,,
 

Y2 = <1>212 1+ <1> 222 2 + <1>232 3+ + <1>211 2 11
 

Y3 =<1>31 2 1+<1>322 2 +<1>33 2 3 + ·+<1>3"2,, (3.15)
 

YIII = <1>1111 2 1+<1>1112 2 2 +<1>1113 2 3+·· .. ·+<1>"u,2" 

V13 

V31 V32 V33Y3 

V22V21 + + 

V11 V12YI 

y = <1>z VI = <1> lZI "2 = <1> 2Z2 "3 = <I> 3Z 3 

Gambar 3.4 Prinsip Metode Superposisi 

Suku pertama, kedua, ketiga dan setemsnya sampai suku ke-n pada mas kanan 

persamaan (3.15) diatas adalah merupakan kontribusi mode pertama, kedua, ketiga 

dan seterusnya sampai kontribusi mode ke-n. Persamaan (3.15) tersebut, dapat ditulis 

dalam bentuk yang lebih kompak, yaitu 
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{Y}= (¢]{z}. (3.16a) 

Derivatif pertama dan kedua persamaan (3.16a) adalah 

{r} = (<1>]{Z}, (3.16b) 

dan 

{Y} = (<1> ]{i}. (3.16c) 

Substitusi persamaan (3.16) kedalam persamaan (3.15), akan diperoleh 

(MX<1>]{i} +(c I<1>]{t}+ (K I<1> ]{Z} = -(AI ]{l}Yr· (3.17) 

Apabila persamaan (3.18) di premultiply dengan transpose suatu mode shape{¢ }T 

maka 

{<1>Y [M I<1>]{z}+ {<1>Y[c1<1>]{t}+ {<1> Y[K 1<1> ]{Z} = -{<1>Y[M ]{I}Y(. (3.18) 

Misalnya diambil struktur yang. mempunyai 3 derajat kebebasan, maka suku 

pertama persamaan (3.18) untuk mode ke-l dengan memakai prinsip hubungan 

orthogonal akan menjadi 

Ilnl 0 
o ]{<1>Il}{<D 11 <1>21 <1>31 ~ 0 1712 o <1>21 i, (3.19) 

lo 0 1113 <1>31 

Untuk mode kej maka secara umum persamaan (3.19) juga dapat ditulis 

dengan 

{<1>r[M]{<1>};ij . (3.20) 

Cara seperti diatas juga berlaku untuk suku ke-2, dan suku ke-3 pada 

persamaan (3.17) dengan demikian persamaan (3.18) akan menjadi 

{<1>}~ [M 1<1>L{it + {<1>}~ [cleI>L{it + {eI>}~ [K leI>L{zL = -{<1>}~ [MM1}Yj" (3.21) 

____.......J'
"
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Persamaan (3.2]) adalah persamaan dlfferensial yang bebas / independent 

antara satu dengan yang lain. Persamaan tersebut diperoleh setelah diterapkannya 

hubungan orthogonal untuk matriks massa, matriks redaman dan matriks kekakuan. 

Dengan demikian untuk n-derajat kebebasan dengan n persamaan differensial 

yang dahulunya bersifat koupling sekarang menjadi independent / uncoupling. 

Dengan sifat-sifat seperti itu maka penyelesaian persamaan differensial dapat 

diselesaikan untuk setiap pengaruh mode. Berdasarkan persamaan (3.21) maka dapat 

didefenisikan suatu generalisasi massa (generalized mass), redaman dan kekakuan 

sebagai berikut 

M; = {<p}~ [M]{<P t, (3.22.a) 

c; = {<p}~[C]{<Pt, (3.22b) 

dan 
K; = {<p}~ [K]{<pt. (3.22.c) 

Dengan defenisi seperti pada pcrsamaan (3.22) maka pcrsamaan (3.21) ukun 

menjadi 

M;Z) +C;Zj + K;Zj = -p;'y" (3.23) 

dengan 

l~ - {<P}~[J\,f]{I}. (3.24) 

Terdapat suatu hubungan bahwa 

c· C~ C~ 
;j =-+ = ~ ,maka ---4:- =2;jOJj , (3.25a) 

C 2Mj OJ)· M jcr 

2 K; Pj
OJ) =--. dan r j= --•. (3.25b)

M. M . 
.I .I 
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Dengan hubungan-hubungan seperti pada persamaan (3.25a) dan (3.25b) 

tersebut, maka persamaan (3.23) akan menjadi 

.• • 2 
Z + 2~ .0} .z .+ 0} . Z . = - r j\ , (3.26)

J .I J J J.1 .1 

dan 

r __p.;* _ --,---{<D--",-:}~~[M--::-:-]{----,--l} 
(3.27) 

j - M; - {<D}~[M]{<DL 

Persamaan (3.27) sering disebut dengan partisipasi setiap mode atau modal 

participation/actor. Selanjutnya persamaan (3.26) juga dapat ditulis menjadi 

Zj Zj 2 Zj .. 
-+2~.UJ.-+UJ. -= -Yr' (3.28)r. )) r. ) r. 

) ) ) 

Apabila diambil suatu notasi bahwa 

Z. Z. Z.
•• .1' .1 .I (3.29)gj = ~,gj = ~,gj =~' 

.I ) ) 

maka persamaan. (3.29) akan menjadi 

.. 2): . 2 ••
gj + ':JjO}jgj +UJjgj = -Yt· (3.30) 

Persamaan (3.30) adalah persamaan diferensial yang independent karena 

persamaan tersebut hanya berhubungan dengan tiap-tiap mode. Persamaan (3.29) 

mirip dengan persamaan diferensial SDOF. 

Nilai partisipasi setiap mode akan dapat dihitung dengan mudah setelah 

koordinat setiap mode <D ij telah diperoleh. Nilai it j, g j dan g j dapat dihitung dengan 

integrasi secara numerik Apabila nilai tersebut telah diperoleh maka nilai Zi dapat 

dihitung. 
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Dengan gerakan yang disebabkan adanya beban gempa, dapat diselesaikan 

dengan persamaan (3.30). NiJai g(l) dapat diperoleh dengan membandingkan antara 

perasamaan (3.30) dengan persamaan gerakan mode ke-n sistem dari SDOF. Sistem 

dari SDOF mempunyai frekwensi natural (natural frequency/roJ dan rasio redaman 

(~) mode ke-i dari sistem MDOF, dengan i =1,2,3, ... ,n. 

Nilai yang akan dicari adalab gil), dan misalnya dipakai metode central 

difference, maka proses integrasi adalah sebagai berikut. Pada metode central 

diifference, diperoleh hubungan awal bahwa 

g. = gi+l - gj-j . g = gj+l.__ =~~i + gi-:l 
- ) 2!!.t' t (~, y 

Substitusi persamaan (3.31) kedalam persamaan (3.30) akan diperoIeh 

gi+l - 2gi + gi-l + 2):(0' gi+l ­ gi-l + ro2g. = -y··t.
(Mf S 1 2!!.t 1 1 

(3.31) 

(3.32) 

Persamaan (3.32) dapat ditulis menjadi 

~ 

dengan 

g i+l 
_ - Yt -ago -ba 
_ I bi-l 

k 

a [ro? _ 2 ] =I (&)2' 

b:::: [_1__ 2~(J)i] 
.. (!!.t)2 2~" 

(3.33) 

(3.34b) 

(3.34a) 

~ 

k =[_1 + 2;COi ] 

(~t)2 2M' (3.34c) 

Setelah diperoleh nilai g untuk tiap-tiap mode. Selanjutnya nilai simpangan tiap 

mode dapat diperoleh y/t) 
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3.5 Sirnpangan Struktur 

y;(t)= f/D;g;(t) 

Simpangan struktur yang terjadi ada tiga macam 

(3.35) 

yaitu simpangan absolut, 

simpangan relatif dan simpangan antar tingkat (inter stOly drift). Simpangan yang 

digunakan dalam penelitian ini adalah simpangan relatif dan simpangan antar tingkat 

(inter story drif) adalah sebagai berikut ini. 

3.5.1 Simpangan Relatif 

Simpangan relatif setiap lantai menurut persamaan differesial independen 

(uncoupling) adalah simpangan suatu massa yang diperoleh dengan menjumlahkan 

pengaruh atau kontribusi tiap-tiap mode. 

11 r 
Y; = L L¢ijZj]. (3.36)

j=l 

3.5.2 Simpangan Antar Tingkat (Inter Story Drift) 

Untuk menghitung simpangan antar tingkat (inter story drift) pada struktur 

dengan cara mengurangi simpangan relatif lantai atas terhadap lantai dibawahnya. 

ily = :t[¢ljzJ- :t[¢U+lljZJ (3.37) 
.i=1 j=] 

~y = Yi - Y;+l· (3.38) 
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3.6 Gaya Geser Tingkat 

Gaya geser tingkat sering dipakai dalam analisis struktur, karena gaya geser 

tingkat akan menyebabkan rotasi pada penampang horisontal lantai yang nantinya 

akan berpengaruh pada besamya gaya geser dasar dan momen guling struktur 

(overturning moment). Gaya geser tingkat pada mode ke-j adalah 

F.
)

= kiy.i , (3.39) 

sehingga rumus gaya geser dasar adalah : 

/I 

V =-(Lr~). (3.40) 
j-l 

3.7 Momen Guling (Overturning Moment) 

Momen guling didapat dengan mengalikan gaya lantai yang terjadi pada setiap 

tingkat (Fj ) denganjarak (hj ), maka 

II 

M=LFjhj . (3.41) 
j 1 

( 
,. 


