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Parameter Estimation in Probit Model for
Multivariate Multinomial Response Using SMLE

Jaka Nugraha

Jurusan Statistika FMIPA-UII Yogyakarta
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ABSTRACT
In the research field of transportation, market research and politics, often involving the response of the multinonal
multivariate observations. In this paper. we discused a modeling of multivariale multinomial responses using probit model. The
esumated parameters were calculated using Maximum Likelihood Estimations (MLE) based on the GIIK simulation. method known

as Simulated Maximum Likelithood Estimations (SMLE).

[ 1kelihood function on the Probit model contains probability values that must be resolved by simulation. By using the GHK

simu

algarithm, the estimator equation has been obtained for the parameters in the model Probit

Keywords : Probit Model, Newton-Raphson Iteration, GHK simulator. MLE, simulated log-likelihood

ABSTRAK

Dalam penelitian bidang transportasi, riset pasar maupun politik, seringkali pengamatan melibatkan respons multinomial

nultivariat. Dalam makalah ini dibahas pemodelan respon multinomial multivariat menggunakan model probit. Estimasi parameter
wkan dengan menggunakan metode Maximum Likelihood Estimations (MLE) yang didasarkan pada simulasi GHK yang

dikeral schagai metode Simulated Maximum Likelihood Estimations (SMLE).
Fungsi likelihood pada model Probit memuat nilai probabilitas yang harus diselesaikan secara simulasi. Dengan
menggunakan algoritmasimulasi GHK, telah diperoleh persamaan penaksir untuk parameter-parameter dalam model Probit

Kata-kata Kunci : model Probit, iterasi Newton-Raphson, simulasi GHK, MLE, simulated log-likelihood

Pendahuluan

Metode SMLE adalah identik dengan MLE, hanya
saja proporsi masing-masing pilihan dihitung secara
simulasi. Metode simulasi digunakan untuk menghitung
integral rangkap. Pada model probit, metode simulasi
GHK merupakan metode simulasi yang paling efisien dan
bersifat tak bias (Hajivasilou ef al. 1996). Geweke ef al.
(1997) juga telah menemukan metode perhitungan
integral rangkap menggunakan pendekatan simulasi
Monte Carlo yang dikenal dengan nama metode GHK
mempunyai sifal tak bias dan konsisten.

Sering kali pada masing-masing individu diamati
beberapa variabel dependen yang berbeda secara
bersamaan, Pengamatan seperti ini menghasilkan data
multivariat. Nugraha (2000) telah dilakukan pengujian
sifat-sifat estimator parameter pada regresi logistik
bivariat dengan menggunakan metode MLE dan GEE.
Metode tersebut menghasilkan estimator yang konsisten.
Nugraha er al (2006) melaporkan bahwa pada model
logistik pada data biner multivariat dengan menggunakan
pendekatan GEE menghasilkan penaksir parameter
dengan variansi yang lebih kecil dibandingkan dengan
pendekatan asumsi independen.

Nugraha et al. (2008) telah menyampaikan bahwa
secara analitik dapat dihitung derivatif pertama maupun

derivatif ke dua fungsi log-likehood model probit biner
multivariat. Berdasarkan derivatif pertama dan derivatif
kedua dari fungsi log-likelihood, estimasi parameter
dapat dilakukan menggunakan iterasi Newton-Raphson
(Chong et al, 1996). Nugraha er al. (2010) juga telah
mencari estimator model probit biner multivarit
menggunakan simulated maximum likelihood estimator
(SMLE) yang didasarkan pada simulasi GHK. Nugraha
et al. (2009) telah membahas efek korelasi pada model
probit biner multivariat. Estimasi parameter dilakukan
dengan menggunakan metode SMLE dan metode GEE.
diperoleh hasil bahwa GEE lebih akurat dibanding MLE.
Namun demikian GEE hanya dapat diaplikasikan pada
respon biner.

Dalam penelitian bidang transportasi, riset pasar
maupun politik, seringkali pengamatan melibatkan
respons multinomial multivariat. Dalam makalah ini
dibahas pemodelan respon multinomial multivariat
menggunakan model probit. Estimasi parameter
dilakukan dengan menggunakan metode MLE vang
didasarkan pada simulasi GHK.

Model Multinomial Multivariat
Dalam model yang disusun disini, diasumsikan

—



bahwa untuk setiap t terdapat j alternatif. Utilitas pada

individwresponden i apabila memilih alternatif j pada
keputusan ke-t dapat dituliskan sebagai
Uijt= Vijrt sijt
(L
dengan Viji= oji+BjiXit yiZijt
untuk =1, .0 =1,..T; j=l....,j. A] merupakan
variabel  karakteristik individu i dan Z, merupakan
variabel karakteristik pilihan j. Respon pada individu i
..... Yo ¥, =k jika

individu responden i pada respon ke t memilih alternatif'k.

dapat dinyatakan sebagai ¥ = (¥

Jika alternaufterakhir (j=J) sebagai base line, maka model
utilitasnya menjadi

Uijeg= Vijtj= &ijt,] (2)

dengan U, = U, ~U, Vo, = Vy=V, dan g,,=¢,

9 Lr‘ [’
—¢_ Sehingga U, =0 untuk semua i dan t. Sebagaimana
dalam model biner multivariat, agar parameternya
teridentifikas;, maka diasumsikan «, dan §, diketahui
untuk semua t. Jika diasumsikan o,=f, =0, maka
Voo, B X714 Z,).

Berdasarkan nilai utilitasnya, probabilitas

individu i memilih alternatif k pada keputusan ke-t adalah
Sr, =1

P(Y,=k)=x_dan -
untukt=1,..,T dank=1,....

tike= P(g, i = _Vi::.i., s €ing (‘_-VJ_'H.A..} 3)

By =(E,—6y) dm ¥V, . =V, ~V,).
Probabilitas bersama (gabungan) adalah

P(Y, =vJ)= P(Yy=ki. ...,

Pada model Logit, diasumsikan g, berdistribusi nilai
ektrem tipe L. Jika alternatifke-J scbagai base line. maka
probabilitas marginalnya adalah

xp(V
Tike = :‘.“{p( '.“L (5)

Zc\(p( Ve
p=l
dengan V,,=0.

Model Probit Multinomial Multivariat
Model Probit disusun menggunakan asumsi
bahwa veklor €,=(8yy.: 650080 §=(85::.:8 1) = (Ei1penes

EppyeeennsByrseens€yr) DeErdistribusi normal multivariat.

£,~N(0, %), £;,~N(0, L) dan & ~N(0, 1)

untuk =1,....T.
('E.“ EJ: E”—]
La Zn L |,
I=
R ©
e Muw 0 ,J

Y= Kov(ei,ei) dan Ze=Kov(gi. &ir).

Berdasarkan persamaan (3), probabilitas
individu i memilih alternatif’k pada keputusan ke-tadalah

P(Y, =k,)=D(-V, ) untuk Y=k

P(K, :f( J. !d)(lc‘r .E.‘B Eanr )(("S Lk* ng'J: {.T]

dengan 0, ={HIL\----“-J-HI\ 1) dan B = (ayt, Bj).

2, adalah matrik kovariansi dari vektor random
8-;_I=(E.Ickv"sﬁ.l(i}'
Probabilitas gabungannya adalah

P( Y, :J's} i Pl“(",; = kr‘

Vi —Fur g

" I J@(E.:O:i)t:’Er”...dErﬂ.

-\Y i k1]

=P(e % l|| s blrli<_lrin
B Rl B st T (4) o~ 2
i1, ke 2o B gy ;,m_) =(IJ(II~'I- .‘_;0;2‘.) (8)
dengan k=1.....j untuk Vt. diisann
Densitas pada persamaan (4) mempunyai dimensi (J-1)T. 8=(8;,..., B)
Untuk setiap Y rerdapat ] kemungkinan susunan pilihan, {“ £ PP Eiiia Buve)
yaifu §=1.2,...J. i )
W, , =V 90 VorrsssVirs hu,'
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s

¢ menyatakan densitas normal multivariat pada respon
sebanyak (J-1)T. £, adalah matrik kovariansidari £,
vang berdimensi (1-1)Tx(J-1)T pada ¥ = y,, yang dapat

dinvatakan sebagai berikut

v v T
- = . |
¥ P o
s Ts T ar | (9)

v v o)
b5 -1 &rr )

dengan
= Pl o
T, - KoWg, - €4,) dan
by

2= f\fn’{!;‘” - E,-,-(:r-i‘»".f- — 5,';;!-,«‘)

34 dapat juga diperoleh menggunakan tranformasi dari I.
Misalkan M merupakan matrik identitas berukuran
(1-1)x(J-1). Selanjutmya M, , adalah matrik M yang telah
disisipkan satu kolom (yaitu kolom ke k) dengan nilai
“.1", Elemen elemen padamatrik 5 dapat diperoleh
menggunakan tranformasi :

T, = U-\_,X.,.'H'. dan
* = a.,: (10)
L, =M XM, untk ('

Fungsi Simulated Log-likehood Model Probit
Multinomial Multivariat

Fungsi log-likelihood untuk model Probit
multinomial multivariat, adalah

120:2)=3 3 v, logldw, :0:E))) (1)
ve=1jika ¥i=ycdan ys=0jika ¥i=ys Z
adalah matrik kovariansi darti g-.f:(gi“,_“,gij'[;)'_
®(w ;0.%.) dapat dihitung menggunakan simulasi
GHK dengan faktor Cholesky C,

¥ =CC'. (12)
Vektor €, dapat diperoleh dari rransformasi menjadi

€ = Cn, dengan 1~ N(0, I )
(13)
dan L=(J-1)T

Elemen elemen matrik X diestimasi melalui matrik C.

¢ 0 0 0 0
& &p O 0O 0

C=leg, ¢z €z O 0 ‘ (14)
\¢ iz G ¢ )

46

Persamaan (2) menjadi

U, =V, +an,
G,:l =V +6N, ey
Us = Vi + s, + ey + sy,

5 =V " . .
U sonr = Vigganyr + €M 60 Ny M+ -+ GMu
dengan U, =U,, danV, =V, ,.

Secaraumum dapat dituliskan sebagai

O, =V, + ; ¢, M, denganm = jt
= E e Y : (15)

untuk j=1,...(J_1)dan t=1....; 1.

Berdasarkan algoritma simulasi GHK diperoleh
persamaan simulasi ke-t

zp=af = ler = Uyt il - G+ i’ ol L.
5 | ] |

iy
i X, €1} €33 J

| & 7] !

— T ppr e + N+t e U ))
(D.( - (Vgpr + e + ey +otenn )

\ Crr J

¢ -l v

! L . =t +ZS{&T1;”}
o =]ow =] Jo — 22— (16)
. =l f=l Cn |
dengan Iq' = IAT“.,. sehingga

- .
1 & j XL [—U’f.- b c,.,n;"ﬂ!

,‘-;4_=?{ T, = Rz | |¢1 R (17)
s . |

Selanjutnya dengan menggunakan persamaan , dapat
disusun fungsi simulated log-likelihoodnya dengan

parameter

= (ﬂ,f!,'].

simlogL(w) = ii ¥, log(":",&_. (m})

=l =l

-l
n _ ﬁtr;_,+sz--]1 |
n J 1 & L “3}
=Y > vlog| 23] i

gl el [l Cy ]
\ 3

Derivatif pertama fungsi log-likelihood (18)adalah
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i

simlog L(®) =

co (19)
S5 2l o
= }J\’z ;m) @ Co
dengan
[He ”wmﬁjaﬂ' | 8% ]

oa,” i Z i, — A Al 1s1

W) Fe ) 8 ¢, 0 |
8 1 v,
St =1
g, 08
dan

= 01 G ola') éa, :
—Sf!;. o —= unk k< j<l

L 6" ée,
c_f{l""z' —"T" untuk k<j=1
Can Cu

a,
— untuk k= j=1
Cy

8., dan E dapat diperoleh menggunakan proses
iterasi BHHH - maupun BFGS (Chong er al, 1996),
Sedangkan untuk menguji signifikansi masing-masing
parameter dapat digunakan statistik Wald atau
menggunakan likelihood ratio test,

Selanjumya untuk mengidentifikasi parameter

matrik kovarasi dan matrik korelasi berdasarkan model

utilitas (2), akan dibahas beberapa kasus yang berkaitan
denganvariabelrandom g,

I. Variansi variabel random gy , ¥i,j,t adalah
Var(eis) = Var(ep€in)
ar(ey) Hhariep) - 2Kowe i)
Jika diasumsikan bahwa Vs (B =1,

maka Kov(g.€3)= Korfe &5

Var(ei) = 2[1- pleg,gisn)] (20)
2. Kovanansi variabel random &ij.) dan gy,
1.4t dan t=t’ adalah
Kov(g, . €4r5)= Kon €)=
Kor(eg.eye) — Kor(sy,eye) HKor(eg.eor) (21)
3. Korelasi variabel random &;;.; dan &,
Vi,),t,t' dan t=t' adalah

Kor{g,, ;€4-;)=

it A(} 1} m }i
Ml Aarfe q,,,][J—Kor ls,”‘:-,u,,}], (22)

8d(.) adalah deviasi standart.
Untuk t=t' dan jl,
KQ"{Sijt,.l. EiieJ) = Kor(ﬁun-guil) - Kor(g p.&q)
- Kor(gyep) + |
Kor(e, ;.8, ,) =

on( N

ﬂ..f’ ‘tist

(24)
f4{i I{or(s_,, € m)][l KOI’(E,,,,SI‘,,}]'I

Beberapa keadaan khusus tersebut adalah
1. Jika Kow(e, &;) =0 untuk Vj=l, ¥t , maka
Var(ejr) = 2[1- 0] =
Kovigijg.ein)) = Kor(sinen)— Kor(si, &) —
Kor(eiein) + |
=0-0-0+1=]
Kor(e,, .8, ,)= —~—-l— e = 0,5
{4[1-0]1 - 0]}
2, Jika Koreij, £1c) =p untuk ¥jzl, ¥t , maka

Var(ei) = 2[1- p)

Kov(ey ea) = Kor(gij,em)— Kor(eu,eq) —
Kor(eij,em) + 1
= p-p-p+1=lp

Kore, By ) =" (1-p) 05

S i -plll- el

3. Jika Kor(ey. &) =piuntuk Vizl. Vi, maka

Var(gj;) =2[1- pJ
Kovey s euy) = Korlejue ) — Kor(ey,ey) —
Kor(gj.eq) + |
= p-p—pet 1 =1ep
1-p,) .
- p 0 -p, 11"

4, Jika Kov(g;, &) =0 untuk Vi#t’, maka

1\.0?’{8 ijnJ s & e, ) =

Ko gin) = Kor(eye ) — Kor(eg.ga) -
Kor(e yueise) + Kor(€peiy)
=0
Kor(e,, 1.4 ,)=0
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5. Jika Korey, g0} = p V= t, untuk semua Vist',

maka
Kowey . eury) = Kor(stin) — Kor(ey, Eqe)
Kore &) + Kor(gyip)
- D-L‘w"’i}_”
Kor(e , ;.84 ;)=0

6 Jika piey £4¢) = pe untuk semua Vi=t', maka

Kowegy, 2ye)) = plegutin) — Pl ) —

PlEuEue) + plEmErr )

=D — P —PprT e = 0

Kor(eg, ees)= 0
Jadi, jika diasumsikan korelasi plg, ,g,/) pada suatu t

ataupun diantara t adalah sama, maka parameter korelasi

menjad: tidak teridentifikasi.

Kesimpulan

Model probit dapat digunakan untuk menyusun
pemodelan pada respon multinomial multivariat.
Penaksiran parameter-parameter dalam model dapat
menggunakan metode SMLE. Fungsi likelihoodnya dapat

diturunkan dengan menggunakan algoritama simulasi

GHK
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